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Понятие граничной функции
Определение 1. Точка 
 INCLUDEPICTURE "http://allmath.ru/highermath/mathanalis/function/function/clip_image069.gif" \* MERGEFORMATINET 


 называется граничной точкой множества , если в любой ее [image: image2.png]


-окрестности содержатся точки, как принадлежащие множеству [image: image3.png]


, так и не принадлежащие ему (рис. 1). Граничная точка множества может как принадлежать этому множеству, так и не принадлежать ему.

Определение 2. Множество [image: image4.png]


 называется открытым, если все его точки – внутренние.

Определение 3. Множество [image: image5.png]


 называется замкнутым, если оно содержит все свои граничные точки. Множество всех граничных точек множества [image: image6.png]


 называется его границей(и часто обозначается символом [image: image7.png]


). Заметим, что множество [image: image8.png]G=GuU G



 является замкнутым и называется замыканием множества [image: image9.png]


.                                   

[image: image53.png]



                       Рис.1.
Теорема соответствия границ

      Говоря о конформном гомеоморфизме, я буду иметь в виду соответствие между внутренними точками этих областей. Однако во многих вопросах бывает необходимо знать свойства отображающих функций вблизи границы области. Чтобы не усложнять изложение, я буду изучать соответствие границ при конформном отображении ограниченных областей.

 Теорема 1. Если функция f реализует конформный гомеоморфизм области D на область G, то при стремлении точки z ∈ D к границе области D точка f (z) стремится к границе области G.
 Чтобы не определять интуитивно ясные понятия, проведем доказательство в предположении, что z → t0 , z ∈ D и что область G есть единичный круг. Тогда утверждение теоремы можно записать в виде

lim |f (z)| = 1 .(1)
z→t0
z∈D

Для доказательства этого равенства предположим противное

lim |f (z)| = α < 1 . (2)
z→t0
z∈D

Равенство (2) означает, что существует последовательность (zn )n=(1;∞)
точек zn ∈ D, такая, что lim zn = t0 и lim |f (zn )| = α < 1. 
                                          n→∞           n→∞

Зададим  ε > 0 настолько малым, чтобы было 0 < α + ε < 1. Тогда
                               ∃nε ∈ N ∀n  nε : |f (zn )| ≤ α + ε.

Последнее равенство можно записать в виде f (zn ) ∈ {|w| ≤α + ε} или
так zn ∈ f ^−1≤({|w|≤α + ε}). Но это последнее множество компакт
(как полный прообраз компакта при гомеоморфизме). А так как, кроме того,  f^−1<=({|w|≤α + ε}) ⊂ D, то расстояние от этого компакта до точки t0 положительное. Поэтому не может выполняться стремление zn → t0 . Полученное противоречие показывает, что вместо (2) должно выполняться неравенство
lim |f (z)| ≥  1,

z→t0
z∈D
и значит,
                              1 ≤   lim |f (z)| ≤  lim |f (z)| ≤ 1,
                                       z→t0          z→t0
                                       z∈D          z∈D
т. е. все эти неравенства на самом деле обращаются в равенства, которые равносильны одному равенству (1).
Замечание. Утверждение теоремы 1 не означает, что при z → t0 , z ∈ D
точка w = f (z) стремится к определенной точке границы области G. Тем не менее это более сильное утверждение все же справедливо при некоторых довольно естественных ограничениях. Для упрощения формулировок мы всюду в дальнейшем будем рассматривать только ограниченные области.

Принцип соответствия границ (теорема Каратеодори) 

      Здесь мы докажем некоторый упрощенный вариант принципа соответствия границ (теоремы Каратеодори), который, тем не менее, вполне достаточен в ряде важных приложений, например при доказательстве малой теоремы Пикара и разрешимости задачи Дирихле для гармонических функций в жордановых областях. 

Теорема 2.1. (Каратеодори). Пусть D и Ω — жордановы области в C. Пусть f : D → Ω — какой-либо их конформный изоморфизм (существующий по теореме Римана). Тогда f продолжается до гомеоморфизма D на Ω. 

Замечание. Не ограничивая общности, мы будем рассматривать случай D ⊂ C, Ω = B1 := B(0, 1), где B(a, r) – открытый круг с центром a ∈ C и радиусом r > 0. Кроме того, мы будем опираться на хорошо известный, но не тривиальный (даже по модулю теоремы Жордана) факт, что D гомеоморфно B1 для любой жордановой области D (если угодно, то мы доказываем теорему только для таких D). 
Примечание. Кривой Жордана или простой кривой называется образ непрерывного инъективного отображения (вложения) окружности или отрезка в пространство. В случае окружности кривая называется замкнутой кривой Жордана, а в случае отрезка — жордановой дугой.
Известная теорема Жордана утверждает, что любая замкнутая кривая Жордана на плоскости делит её на «внутреннюю» и «внешнюю» часть.

Доказательство разобью на несколько лемм, представляющих самостоятельный интерес. 
Лемма 2.2. (Кёбе). Пусть f ∈ A(B1), ||f||B1 = M < ∞. Пусть в B1 проведены два радиуса I0 и I1 под углом π/p (p – натурально), а жорданов путь γ : [0, 1] → B1 соединяет эти радиусы (т.е. γ(0) ∈ I0, γ(1) ∈ I1). Тогда при ε = ||f||[γ] справедлива оценка |f(0)| [image: image10.png]


 .
 Доказательство. Если 0 ∈ [γ] = γ([0, 1]), то |f(0)| ≤ ε и все доказано ввиду ε ≤ M. Далее предполагается, что 0 [image: image11.png]


 [γ]. Напомним, что ||f||E = supz∈E |f(z)|. Без ограничения общности я буду считать, что I0 совпадает с [0, 1), I1 — с полуинтервалом [0,[image: image12.png]em/p



), а [γ] не имеет других общих точек с I0 и I1, кроме концевых, причем [γ] целиком лежит в том секторе между I0 и I1, который принадлежит (замкнутой) верхней полуплоскости.  
Положим g(z) = f(z)[image: image13.png]


 и γ∗ (t) = [image: image14.png]NO)



, t ∈ [0, 1]. 
Тогда g ∈ A(B1), ||g||B1 ≤ M^2 , ||g||[γ]∪[γ ∗] ≤ Mε. 
При p = 1 пусть h(z) = g(z), а при p > 1 определим
[image: image15.png]h(z) = g(2)g(2€"™P) - - g(2*™P~D/P)



 .
Рассмотрим (жорданову) область G, ограниченную множеством [γ] ∪ [γ ∗ ] и (при p > 1) результатами поворотов этого множества на углы 2π/p, . . . , 2π(p − 1)/p. 
Имеем: 
[image: image16.png]he AG)NC@G), |hlloe < eM(M?)P!



,
откуда по принципу максимума модуля (в G) окончательно получаем: |h(0)| = |f(0)|^2p 6 εM^(2p−1) .
  Следствие 2.3. Пусть f ∈ A(B1), ||f||B1 < ∞, p – натурально, δ ∈ (0, 1). Пусть существует последовательность жордановых путей {γn} n=1 таких, что (при каждом n) [γn] ⊂ B1 \ B(0, δ) и γn соединяет некоторую пару радиусов (не обязательно одну и ту же для разных n), образующую угол π/p. Если ||f||[γn] → 0 при n → ∞, то f ≡ 0. 

Доказательство. Пусть εn = ||f||[γn] , M = ||f||B1 . По предыдущей лемме, |f(0)| ≤ [image: image17.png]


 → 0 при n → ∞, так что f(0) = 0. Пусть, от противного, f [image: image18.png]


 0 в B1 и f(z) =[image: image19.png]> o CnZ"



  – разложение Тейлора функции f в B1, где k натурально и ck [image: image20.png]


 0. Рассмотрим f1(z) = f(z)/z^k при z ∈ B1 \ {0}, f1(0) = ck. Тогда f1 удовлетворяет условиям настоящего следствия и, по доказанному, должно быть f1(0) = 0. Противоречие. 

Лемма 2.4. (Линделёф). Пусть G – произвольная область в C, f ∈ A(G) и имеют место следующие условия: 
(1) M = ||f||G < ∞; 
(2) найдутся a ∈ G и r ∈ (0, +∞) такие, что окружность {|z − a| = r} имеет (связную) дугу длины 2πr/p (p – натурально), лежащую вне G; 
(3) при приближении z из G ∩ B(a, r) к ∂G все предельные значения функции |f(z)| не превосходят ε > 0. Тогда |f(a)| ≤  [image: image21.png]


.

Доказательство. Будем считать, что a = 0. Пусть G∗ – связная компонента (содержащая точку 0) открытого множества [image: image22.png]


, где Gk – результат поворота области G вокруг начала координат на угол 2πk/p). Очевидно, что {|z| = r} ∩ G∗ = ∅, так что G∗ ⊂ B(0, r). Нетрудно показать, что все предельные значения функции 
[image: image23.png]h(z) = f(2) f (262 P) - - f(ze2miC-DIP)



 
на ∂G∗ (изнутри G∗) не превышают εM^(p−1) . По принципу максимума модуля, |h(0)| = |f(0)|^p ≤ εM^(p−1) . 

Лемма 2.5. (Граничная теорема единственности). Пусть G – область в C с условием ∂G = [image: image24.png]


, f ∈ A(G) и ||f||G < ∞. Пусть найдутся z0 ∈ ∂G и δ > 0 такие, что при стремлении z из G ∩ B(z0, δ) к ∂G все предельные значения функции f(z) равны комплексному числу c. Тогда f ≡ c в G.

 Доказательство. При a ∈ G ∩ B(z0, δ/2) и некотором r ∈ (0, δ/2) окружность {|z − a| = r} имеет дугу, лежащую вне G (по свойству ∂G = [image: image25.png]


, точка z0 является граничной также для множества C\G). Применяя предыдущую лемму для области G, функции (f − c) и значения ε = 0, получим f(a) − c = 0. По теореме единственности f ≡ c в G.

 Доказательство теоремы 2.1. Пусть D – жорданова область в C и f : D → B1 – конформный изоморфизм. Считаем известным, что D гомеоморфна B1.

 1 ◦ . Докажем, что f непрерывно продолжается на ∂D. Если, от противного, это не так, то найдутся z0 ∈ ∂D и последовательности {z`n}, {z``n} в D, сходящиеся к z0, такие, что f(z`n ) → w`0 , f(z``n ) → w``0 при n → ∞, причем w`0 [image: image26.png]


 w``0 (существование таких последовательностей вытекает из ограниченности f). Поскольку f : D → B1 – гомеоморфизм, легко показать, что w`0 , w``0 ∈ ∂B1. Ввиду гомеоморфности D и B1 найдутся жордановы пути γn в D, соединяющие z`n и  z``n , с условием diam([γn]) → 0 (т.е. [γn] → z0 при n → ∞). Пусть γ∗n = f ◦ γn. Применяя следствие 2.3 для g(w) = f^−1(w) − z0 и {γ∗n} в B1, получаем f^ −1 (w) ≡ z0 – противоречие.

 2 ◦ . Продолжим f по непрерывности (единственным образом) из D на [image: image27.png]


 согласно 1 ◦ . Как нетрудно видеть, f(∂D) ⊂ ∂B1. Поскольку f : D → B1 – гомеоморфизм, остается установить взаимную однозначность функции f на ∂D. От противного, пусть найдутся z1 [image: image28.png]


 z2 ∈ ∂D, для которых f(z1) = f(z2) = w0. Тогда существуют жордановы пути γ1, γ2 : [0, 1] → [image: image29.png]


 (причем γ1, γ2 : [0, 1) → D), γ1(0) = γ2(0), γ1(1) = z1, γ2(1) = z2, при этом [γ1] и [γ2] имеют только одну общую точку γ1(0). При этом f(γ1(t)) → w0 и f(γ2(t)) → w0 при t → 1−. Положим γ∗1 = f ◦ γ1, γ∗2 = f ◦ γ2. Пусть Ω1 – жорданова область (в B1), ограниченная кривой {γ∗1 } ∪ {γ∗2 } −, и пусть D1 = f ^−1 (Ω1) (область D1 тоже жорданова). Пусть z0 ∈ ∂D1 \ ([γ1] ∪ [γ2]). При некотором δ > 0 круг B(z0, δ) не пересекает [γ1] и [γ2], так что к функции f(z)−w0 в D1 можно применить лемму 2.5, по которой f ≡ w0 в D1. Противоречие.
   Перейдем теперь к обсуждению случаев, когда границы областей
D и G устроены более сложно, чем в теореме 2. В таких случаях
нуждается в уточнении сама формулировка теоремы 2. Дело в том,
что теорема 2 неверна уже для весьма простых областей, границы
которых не являются простыми кривыми.
  Пусть, например,

D = re^iϕ                       0 < r < 1 , 0 < ϕ < 2π

круг с разрезом (рис. 2), G = {|w| < 1} круг, а f : D → G конформный гомеоморфизм. Если бы теорема 2 в этом случае была верна, то f продолжалась бы до гомеоморфизма замкнутых областей

f : {|z| ≤ 1} → {|w| ≤ 1} .
[image: image30.png]



Рис. 2. Круг с разрезом

Но тогда по теореме об аналитическом продолжении функция f должна быть аналитической и на разрезе, т. е. во всем круге |z| < 1, и отображать его на весь круг |w| < 1. Однако всякая такая функция f - дробно-линейная функция вида [image: image31.png]


. 
Но такая функция  отображает все точки промежутка [0, 1), лежащего на вещественной оси, на внутренние (но не граничные) точки круга |w| < 1.
  Определение. Граничная точка t0 области D называется достижимой, если существует жорданова кривая γ : [0, 1] → D[image: image32.png]


{t0 }, оканчивающаяся в точке t0 .
  Иначе говоря, точка t0 ∈ FrD будет достижимой, если ее можно соединить с любой точкой z ∈ D простой кривой, лежащей в D. Примеры областей с недостижимыми граничными точками показаны на рис. 3.
[image: image33.png]



Рис. 3. Области с недостижимыми граничными точками
  Рассмотрим сначала соответствие границ при конформном отображении областей, все граничные точки которых являются достижимыми. Важным классом таких областей являются жордановы области, т. е. такие области, граница каждой из которых есть простая (жорданова) замкнутая кривая на плоскости. Важнейшие топологические свойства жордановых кривых содержатся в следующей теореме, которую z здесь примeм без доказательства.
Теорема 3 (Жордан). Замкнутая жорданова кривая γ : [0, 1] → C разбивает сферу C на две односвязные области (внутреннюю, т. е. не содержащую ∞, и внешнюю, т. е. содержащую ∞), является их общей границей, причем все точки кривой γ достижимы как со стороны внутренней области, так и со стороны внешней области.
Отметим только, что если кривая γ : [0, 1] → C не жорданова, то теорема Жордана может быть и неверной. Например, контур, ограничивающий закрашенную область на правом рисунке 3, не является жордановой кривой, и мы видим, что для этого примера теорема Жордана неверна. Этот контур разбивает плоскость на три связных компоненты и не является их общей границей. Например, границей внешности круга является окружность |t| = 1, но не весь контур. Кроме того, все точки единичной окружности недостижимы из областей, лежащих внутри круга. Используя теорему Жордана, можно получить теорему о соответствии границ в следующей формулировке.
Теорема 4 (о соответствии границ). Пусть D и G области, лежащие в C и ограниченные жордановыми кривыми. Функцию f , реализующую конформный гомеоморфизм D на G, можно продолжить по непрерывности на D до гомеоморфизма замкнутых областей.
Доказательство можно провести, опираясь на теорему Жордана и повторяя доказательство теоремы 2 о соответствии границ в случае областей с кусочно-гладкими границами.
Теорема 5 (единственность). Пусть D и G области, лежащие в C и ограниченные кусочно-гладкими жордановыми кривыми, и пусть заданы произвольные точки
t1 , t2 , t3 ∈ Fr D и ξ1 ξ2 , ξ3 ∈ Fr G ,

расположенные на соответствующих границах в порядке положительного обхода. Функция f : D → G, реализующая конформный гомеоморфизм области D на область G, определяется однозначно, если потребовать, чтобы было f (tk ) = ξk , k = 1 , 2 , 3.
 Построим вспомогательные конформные гомеоморфизмы

                  ϕ : D → {|w| < 1} и ψ : G → {|ζ| < 1} .

Продолжая их по непрерывности на границы, получим следующую коммутативную диаграмму
[image: image34.png]



Отображение ψ ◦ f ◦ ϕ^−1 : K → E  дробно-линейное, т. е.
(ψ ◦ f ◦ ϕ^−1 )(w) = e^iθ ·     [image: image35.png]


, где |a| < 1 , θ ∈ R .

При этом отображении точкам t1 , t2 , t3 ∈ Fr D соответствуют три точки t1 , t2 , t3 ∈ Fr K , а точкам ξ1 , ξ2 , ξ3 ∈ Fr G три точки ξ1 , ξ2 , ξ3 ∈ Fr E . Но условиями tk → ξk при k = 1 , 2 , 3 дробно-линейная функция определяется однозначно.
  Рассмотрим теперь проблему соответствия границ при конформном отображении областей, все граничные точки которых достижимые, но сами границы не являются жордановыми кривыми. В этом случае теоремы о соответствии границ в приведенных выше формулировках неверны, поэтому сами формулировки нуждаются в уточнениях.
Определение. Расстоянием по области D ⊂ C между точками z1 , z2 ∈ D называется точная нижняя граница длин ломаных, лежащих в D и соединяющих точки z1 и z2 .
Обозначая это расстояние через ρD (z1 , z2 ), можно показать, что справедливы следующие факты:
1◦ . ρD (z1 , z2 ) ≥ 0 ; ρD (z1 , z2 ) = 0 ⇐⇒ z1 = z2 ;
2◦ . ρD (z1 , z2 )  = ρD (z2 , z1 ) ;
3◦ . ρD (z1 , z2 )  + ρD (z2 , z3 )  ≥ ρD (z1 , z3 ) .
Таким образом, пара (D , ρD ) есть метрическое пространство, в котором метрика задается с помощью расстояния по области. Эта метрика называется метрикой Мазуркевича. Если точки z1 , z2 ∈ D расположены достаточно близко одна от другой, то ρD (z1 , z2 ) = |z1 −z2 |, т. е. в достаточно малой окрестности каждой точки области D метрика Мазуркевича совпадает с метрикой Евклида. Пусть (zn ) n=1 фундаментальная (в смысле метрики Мазуркевича) последовательность точек области D. Так как |zn − zm |ρD (zn , zm ), то она будет фундаментальной и в смысле метрики Евклида. 
Ее предел lim zn лежит либо в области D, либо на ее границе Fr D . 
                  n→∞
Таким образом, метрическое пространство (D , ρD ) не является полным. Его пополнение по метрике Мазуркевича будем называть компактификацией Мазуркевича области D и обозначать через D[image: image36.png]


∂D, где точки из ∂D классы
эквивалентных фундаментальных последовательностей, сходящихся к
точкам границы. Для ограниченных односвязных областей, все граничные точки которых достижимые, справедлива следующая теорема.
  Теорема 6 (о соответствии границ). Пусть D ограниченная односвязная область, все граничные точки которой достижимые. Функцию f , реализующую конформный гомеоморфизм f :D → {|w| < 1}, можно продолжить по непрерывности на компактификацию Мазуркевича D[image: image37.png]


∂D до гомеоморфизма f : D[image: image38.png]


∂D → {|w| ≤ 1}. Отображающая функция определяется однозначно, если потребовать, чтобы три заданные точки t1 , t2 , t3 ∈ ∂D перешли на три заданные точки окружности ξ1 , ξ2 , ξ3 (с учетом ориентации).
    Доказательство можно провести по схеме доказательства теоремы
2, используя вместо евклидовой метрики метрику Мазуркевича. Рассмотрим теперь случай произвольной ограниченной односвязной области (т. е. такой, которая имеет недостижимые граничные точки).
                                                [image: image39.png]



                       Рис. 4.    Компактификация      круга с разрезом
   Для полного исследования соответствия границ при конформном гомеоморфизме f : D → {|w| < 1} введем понятие граничного элемента. Пусть в области D имеется последовательность (Ck ) k=(1;∞) поперечных разрезов, т. е. попарно не пересекающихся жордановых кривых, лежащих в области D, соединяющих две достижимые граничные точки, обладающая следующими свойствами. 
Разрез C1 лежит в области D, соединяет две достижимые граничные точки области D и делит ее на две связные компоненты, одну из которых обозначим через B1 . 
Разрез C2 лежит в области B1 , соединяет две различные достижимые граничные точки области D, отличные от концов кривой C1 и делит область B1 на две области. 
Пусть B2 та из этих областей, которая не имеет на своей границе точек кривой C1 . И пусть разрез Cn+1 лежит в Bn , соединяет две различные достижимые граничные точки области D и делит Bn на две области. Пусть Bn+1та из областей, которая не имеет на своей границе точек кривой Cn . Замыкания этих областей вложены одно в другое [image: image40.png]


, причем  [image: image41.png]E:ﬂvweNE%z



 (по теореме о вложенных компактах). Разрезы Cn считаем такими, что E содержит только граничные точки области D. Соответствующие областям Bn области в круге |w| < 1 обозначим через Gn : замкнутые области Gn также имеют непустые пересечения. Если это пересечение состоит из единственной

точки w0 окружности |w| = 1, то множество E будем называть элементом края (или простым концом) области D. Можно показать, что элемент края, соответствующий точке w0 окружности |w| = 1, не зависит от последовательности поперечных разрезов, его определяющих.

И обратно, каждой точке w0 , лежащей на окружности |w| = 1, можно

сопоставить единственный элемент края области D. Множество всех

элементов края области D обозначим через ∂D, а топологию на D[image: image42.png]


∂D

зададим так, чтобы указанное выше соответствие между элементами

края и точками окружности было гомеоморфизмом. Полученное таким

образом пространство D[image: image43.png]


∂D называется компактификацией Каратеодори области D. Тогда наиболее общую теорему о соответствии границ можно сформулировать следующим образом.

Теорема 7. Если D ⊂ C односвязная область, то функцию f , реализующую конформный гомеоморфизм f :D → {|w| < 1}, можно продолжить по непрерывности до гомеоморфизма компактификации Каратеодори D[image: image44.png]


∂D на замкнутый круг {|w| ≤ 1}.

Примеры

Изучим отображение верхней полуплоскости D={Im z>0}, осуществляемое эллиптическим интегралом, первого рода
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 (1)
где k, 0<k<1, - параметр и рассматривается голоморфная в D ветвь корня, которая на отрезке l=[0,1] оси x принимает положительные значения.
Функция F(z; k)непрерывно продолжается в D, и мы выясним сначала, как она преобразует границу ∂D, т. е. ось x. Когда z=x описывает слева направо отрезок l=[0,1], интеграл (1)
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принимает положительные (в силу сделанного выбора ветви корня) значения, возрастающие от 0 до значения

[image: image47.png]


 (2)

т.е. F устанавливает гомеоморфизм отрезков [0,1] оси x и [0,K] оси u.

При переходе через точку z=1 один из четырех линейных множителей подкоренного выражения, именно 1-x меняет знак. Так как мы рассматриваем ветвь корня, голоморфную в верхней полуплоскости D, то мы должны считать, что такой переход происходит в результате обхода точки z=1 по малой окружности y ⊂ D (пунктир на рисунке 5)
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Рис. 5.

В результате такого обхода arg(1-z) меняется от 0 до – π, а аргументы остальных множителей не меняются. Поэтому на отрезке II=[1, 1/k] оси x аргумент корня равен -π/2, а аргумент подинтегрального выражения (1) равен π/2, следовательно
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,

где в последнем интеграле корень опять принимает положительные значения. Когда x слева направо отрезок II=[1, 1/k] оси x, точка F(x, k) описывает снизу вверх отрезок [K, K+iK’] плоскости ω, где

[image: image50.png]


(3)
При переходе через точку z=1/k еще один множитель подкоренного выражения (1-kx), меняет знак. Как и выше, мы убедимся в том, что рассматриваемая ветвь корня на луче III=[1/k, ∞) оси x должна иметь аргумент –π, т.е. принимать отрицательные значения. Значение F на этом луче представляются, следовательно, в виде
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где в последнем интеграле корень принимает положительные значения. Замена переменных x=1/k ξ показывает, что
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поэтому луч [-1/k, ∞] функция F преобразует (гомеоморфно) в отрезок [K+ iK’, iK’] плоскости ω (рис.5.).
Аналогично проверяется, что функция F гомеоморфно преобразует отрицательную полуось x в левую половину контура прямоугольника, изображенного на рисунке 5 (совокупность отрезков I’, II’ и III’).

Применяя принцип соответствия границ, можно утверждать, что эллиптический интеграл первого рода F(z, k) реализует конформное отображение верхней  полуплоскости D на прямоугольник с вершинами ±K, ±K+iK', где вершины K и K’ выражаются через параметр k по формулам (2) и (3).
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