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Аннотация. В сообщении анонсируются результаты, обобщающие известные 

дифференциальные неравенства С.Н. Бернштейна и В.И. Смирнова на случай 

гармонических полиномов. 

 

Исследованию свойств многочленов на комплексной плоскости C  

посвящено огромное количество работ как российских, так и зарубежных 

математиков (см., например, [1–7]). Одной из классических задач данного 

направления является задача о дифференциальных неравенствах, 

связывающих многочлены и их производные. Данная тематика сохраняет 

актуальность, о чем свидетельствует значительное число связанных с ней 

новых результатов [6–9]. 

Обозначим символом D  единичный круг  1||:  zz C , а символом T  – 

единичную окружность  D . Символом Pdeg  будем обозначать степень n  

многочлена 0,...)( 01
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В 1930 г. С.Н. Бернштейн доказал следующую теорему. 
 

Теорема А [2]. Пусть hH ,  – многочлены, такие, что  

1) все нули H  лежат в замыкании круга D ,  

2) hH degdeg   и 

3) |)(||)(| zhzH   для всех Tz . 

Тогда 

)(')(' zhzH   в DC \ . 
 

Неравенство Бернштейна играет существенную роль в теории 

многочленов и восходит к задаче об оценке модуля производной 

действительных многочленов на отрезке, поставленной в 1887 г. Д. 

И. Менделеевым [1]. Впоследствии неравенство Бернштейна неоднократно 

обобщалось на случаи различных дифференциальных операторов, 

определенных на линейном пространстве полиномов n -й степени [4–7]. 
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Другим классическим результатом теории многочленов является 

неравенство В.И. Смирнова. 
 

Теорема B ([3]). Пусть hH ,  – многочлены, удовлетворяющие условиям 

теоремы A. Тогда для любых фиксированных DC \z  
 

)()(')()(' zahzzhzaHzzH   
 

для всех значений a , принадлежащих образу круга  ||||: z  при 

конформном отображении )1/()(   nn . 
 

Неравенство Бернштейна получается из неравенства теоремы B при 

0 . 

Гармоническим многочленом называется функция вида 

)()()( zGzHzF  , 

где GH ,  – многочлены с комплексными коэффициентами. Для 

определенности далее по умолчанию будем считать, что 0)0( G .  

Поведение гармонических многочленов в общем случае существенно 

отличается от аналитического случая. В частности, открытой остается 

проблема оценки количества нулей гармонического многочлена [8,9]. 

Очевидно, что в случае, когда GH degdeg   нули F  не обязаны быть 

изолированными и их множество может быть несчётным. Тем не менее, 

известно [8], что при условии GH degdeg   нули F  изолированы, и их 

количество не превосходит 2n , где }deg,max{deg GHn  , хотя точная оценка 

остается неизвестной. В некоторых специальных случаях (см., например, [9]) 

получены уточнения данной оценки числа нулей гармонических 

многочленов. Далее будем считать, что GmnH degdeg  .  

Основным результатом, анонсируемым в данном сообщении, являются 

обобщения Теорем A и B на случай гармонических многочленов. 
 

Теорема 1. Пусть ghfGHF  ,  – гармонические многочлены, 

такие, что  

1) все нули F  лежат в замыкании круга D ,  

2) hH degdeg  , GH degdeg   и 0)(/)( zHzG  при z ,  

3) |)(||)(| zGzH   для всех Tz  и 

4) |)(||)(||)(| zgzhzH   для всех Tz . 

Тогда существует константа 0K , 
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такая, что для любых R ,  
 

                       )(')(')(')('0 zgezhzGezHK ii    в DC \ .                           (2) 
 

Оценка 0K  в неравенстве (1) точна. 



 

Заметим, что в случае, когда многочлены F  и f  являются 

аналитическими, утверждение теоремы соответствует классическому 

неравенству Бернштейна для многочленов. 

Следующий пример демонстрирует, что в общем случае величина 0K  в 

теореме 1 не может быть заменена на 1. 

Рассмотрим гармонические полиномы 

)()()()( 2 zczdzGzHzF   и zczzgzhzf  2)()()(  

и подберем действительные параметры 1, dc  так, чтобы F  и f  

удовлетворяли условиям теоремы. 

Во-первых, заметим, что в этом случае нули многочлена F  расположены 

в круге D . Действительно, )()( 22 ititit reercdreF   и, следовательно, многочлен 

F  обращается в ноль при выполнении какого-либо из условий 0r  или 

13 itrec . Таким образом, гармонический многочлен F  имеет четыре нуля в 

точках 0z  и 3/21 kiecz   при .2,1,0k  Все эти точки расположены в 

единичном круге, если 1c . 

На единичной окружности T  неравенства 

|)(||)(| zGdcdzH   и |)(|1|)(||)(| zgzhccdzH   

выполняются при любых значениях 1, dc . Таким образом, гармонические 

многочлены F  и f  удовлетворяли условиям теоремы. 

Вместе с тем, нетрудно убедиться, что  

)12(|)(')('|min 1||  cdzGzHz   и  12|)(')('|max 1||  czgzhz , 

причём минимум и максимум достигаются в обоих случаях при 1z .  

Множество решений системы неравенств  
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не пусто и представляет собой совокупность точек ),( dc  плоскости 2R , 

ограниченных прямыми 1,1  dc  и гиперболой 
12
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


c

c
d .  Например, системе 

неравенств (3) удовлетворяет пара значений 2/3,2  dc . Если параметры 

dc,  являются решениями системы (3), то 

|)1(')1('|12)12(|)1(')1('| ghccdGH   

и, следовательно, неравенство (2) не выполняется в DC \ , и для данной пары 

гармонических многочленов F  и f  константа 0K  в теореме 1 строго больше 

1. Более того, в приведенном примере неравенство (2) может выполняться 

только при условии 
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Параметр d  в рассмотренном примере может быть сколь угодно близок к 1, 

что и доказывает точность верхней оценки 0K  в неравенстве (1).  

Точность нижней оценки в (1) очевидна в случае, когда 0,0  gG , т.е. в 

случае аналитических многочленов.  



Следующая теорема представляет собой обобщение неравенства 

Смирнова на случай гармонических многочленов. 
 

Теорема 2. Пусть ghfGHF  ,  – гармонические многочлены, 

удовлетворяющие условиям теоремы 1. 

Тогда существуют константа 0K , удовлетворяющая условию (1), и 

величина 0R , 

            rzzвсехдляzGzHrR /1||,|)(||)(|:1sup0 0  ,                                  

такие, что для любых R ,  и для любого фиксированного DC \z  
 

               )()()(')(')()()(')('0 zgezhazgezhzzGezHazGezHzK iiii       
                      

для всех значений a , принадлежащих образу круга  ||||: 0 zR  при 

отображении )1/()(   nn . Оценка 0K  в неравенстве (1) точна. 
 

При 0G  и 0g  утверждение теоремы 2 представляет собой 

классическое неравенство Смирнова для многочленов.  
 

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, проект 17-11-01229. 
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