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Задания

1.  Выписать уравнение нормали к графику функции 


       в точке . Определить точку пересечения норма-
       ли с плоскостью z = 0.
2. Найти угол между градиентами функции 
    
в точках  и .

3. Найти производную функции  в точке  в направлении биссектрисы первого координатного угла.

4. Исследовать на локальный экстремум функцию 

                              .

5. С помощью признака Даламбера исследовать на сходимость число-
вой ряд                    

6.  С помощью признака Коши исследовать на сходимость числовой
ряд                      

7. С помощью признака сравнения исследовать на сходимость число-
вой ряд 
                 

8. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость числовой ряд



Решение

1. Выписать уравнение нормали к графику функции 

[bookmark: _GoBack]
       в точке . Определить точку пересечения норма-
       ли с плоскостью z = 0.

Решаем:
Опр.
Прямая, проведенная через точку касания перпендикулярно касательной к графику функции, называется нормалью.
Формула
Если поверхность задана явным уравнением , то уравнение нормальной прямой в точке  имеет вид:


В нашем случае  точка .
Находим частные производные функции по  и вычисляем их значения в  указанной точке:


После подстановки уже известных данных в формулу  получаем уравнение нормали:



Ищем точку пересечения нормали с плоскостью . 
Запишем уравнение прямой в параметрическом виде:

   

, где   – координаты вектора нормали.
В нашем случае . Так как по условию , мы можем найти :


Подставляем известные нам данные в формулу  и ищем точку А - точку пересечения нормали с плоскостью 



2. Найти угол между градиентами функции
    
в точках  и .

Решаем:
Опр.
Градиентом функции  в заданной точке  называется вектор с координатами , :


Сначала вычислим градиент в точках 






    







    

Обозначим  .

Напишем формулу скалярного произведения векторов:



, где  – угол между векторами.
Запишем формулу  через координаты векторов :



Угол между градиентами функции: 


3. Найти производную функции  в точке  в направлении биссектрисы первого координатного угла.

Решаем:
Производной функции  по направлению  в точке   называется величина:





Сначала находим направляющий вектор . 
Биссектриса первого координатного угла – это прямая, делящая пополам первую четверть в декартовой системе координат. Отсюда мы можем сделать вывод, что 



Теперь найдем значения частных производных в точке 
  




Подставляем получившиеся значения в формулу  и получаем ответ:



4. Исследовать на локальный экстремум функцию 

                              .

Решаем:
Опр.
Пусть функция  определена в некоторой -окрестности точки , где 
. Говорят, что функция  имеет локальный минимум в точке , если для всех точек , принадлежащих окрестности , выполняется неравенство .
Опр.
Если для всех точек  из некоторой окрестности точки  выполняется строгое неравенство , то точка  является точкой строгого локального минимума.  
____
Локальный максимум и строгий локальный максимум функции определяются аналогично.
____
Точки максимума и минимума называются точками экстремума.

Необходимое условие экстремума
Если точка  является точкой экстремума функции , то в этой точке либо производная равна нулю, либо не существует. 
Достаточное условие экстремума
Пусть функция определена и дважды дифференцируема в некоторой окрестности точки , причем в самой точке все частные производные второго порядка непрерывны. Пусть, кроме того,  – стационарная точка. 
Тогда если:
1)– положительно определенная квадратичная форма, то точка является точкой строгого локального минимума функции;
2)  – отрицательно определенная квадратичная форма, то точка является точкой строгого локального максимума функции;
3) – неопределенная квадратичная форма, то точка  не является точкой экстремума.

Нам дана функция  . Она непрерывна в области . Для исследования данной функции на локальный экстремум, мы будем пользоваться алгоритмом: 
1) Находим стационарные точки функции:



2) Составляем квадратичную форму в стационарной точке вида :
 




3) Для выяснения определённости квадратичной формы составим матрицу Гессе (обозначим ее ):



Воспользуемся критерием Сильвестра:
· если главные угловые миноры матрицы  положительны, то квадратичная форма положительно определена;
· если главные угловые миноры матрицы  отличны от нуля и их знаки чередуются, начиная со знака минус, то квадратичная форма отрицательно определена.




Отсюда можем сделать вывод, что квадратичная форма  положительно определена  точка  является точкой локального минимума.
Найдем значение заданной функции в точке :



5. С помощью признака Даламбера исследовать на сходимость число-
вой ряд                    

Решаем:
Нам дан положительный числовой ряд. Если существует предел  
1) при  ряд сходится;
2) при  ряд расходится;
3) при  ничего определённого сказать нельзя.

В нашем случае  , тогда  .




6. С помощью признака Коши исследовать на сходимость числовой
ряд                      

Решаем:
Если существует предел ,то
1) при  ряд сходится;
2) при  ряд расходится;
3) при  ничего определённого сказать нельзя.

В нашем случае  .








7. С помощью признака сравнения исследовать на сходимость число-
вой ряд 
                 


Решаем:  Если числовой ряд  



Чаще всего в роли мажорирующего ряда берут:



Если 

В нашем случае .
Ищем :










Воспользуемся утверждением, что .
При рассмотрении графиков функции  на отрезке , мы видим, что они возрастают на данном участке и .

Теперь, используя получившиеся данные, мы можем найти  и определить 




Так как мажорирующий ряд сходится



8. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость числовой ряд


Решаем:
· Проверим сходимость в обычном смысле, для этого воспользуемся признаком Дирихле: 

1) последовательность частичных сумм ряда 
2) числовая последовательность  монотонна, то есть она монотонно убывает/возрастает, то есть 
      

3) числовая последовательность  стремится к 0, то есть


В нашем случае 

Проверим 2 и 3 условия:

 числовая последовательность  монотонно убывает,

,	

 2 и 3 условия выполнены.

Проверим 1 условие:


 






 1 условие выполнено.



· Исследуем на абсолютную сходимость:


Опр.


Опр.










не имеет конечного предела.
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