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Основные определения. 

Определение интеграла по отрезку. 

Пусть на отрезке [a, b] задана функция f(x). Отрезок [a, b] точками a =    < 

   <    < …<       < b =    разобьем на n элементарных отрезков [xi-1, xi] (i = 1, 

2, …, n) длины             , в каждом из этих отрезков [xi-1, xi] возьмем 

произвольную точку ξi и составим сумму ∑         
      , 

называемую интегральной  суммой для функции f(x) на отрезке [a, b]. 

Если существует конечный предел последовательности интегральных сумм, 

при условии, что длина наибольшего     из элементарных отрезков стремится к 

нулю (n → ∞), и предел не зависит ни от способа разбиения отрезка [a, b], ни от 

выбора точек ξi, то этот предел называется  определенным  интегралом  от 

функции f(x) на отрезке [a, b] и обозначается 

   ∫       
 

 
              ∑         

     . 

Определѐнный интеграл ∫       
 

 
 численно равен площади фигуры, 

ограниченной осью абсцисс, прямыми     и     и графиком функции 

     . 

Определение несобственного интеграла по неограниченному 

промежутку. 

Пусть функция f(x) определена на полуоси         и интегрируема по 

любому отрезку [a,b], принадлежащему этой полуоси. Предел 

интеграла ∫       
 

 
 при      называется несобственным интегралом 

функции f(x) от a до    и обозначается ∫       
   

 
. 

Несобственный интеграл первого рода выражает площадь бесконечно 

длинной криволинейной трапеции. 

Определение несобственного интеграла от неограниченной функции. 

Пусть функция f(x) определена на полуинтервале (a, b], интегрируема по 

любому отрезку        ]           , и имеет бесконечный предел при 

                      . Несобственным интегралом от f(x) по 

отрезку [a, b] называется предел        ∫       
 

   
 . Если этот предел 

конечен, говорят, что интеграл сходится; если предел не существует или 

бесконечен, говорят, что интеграл расходится.  

Несобственный интеграл второго рода выражает площадь бесконечно 

высокой криволинейной трапеции. 
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Формулы, связанные с геометрическим приложением интеграла. 

Площадь  плоской фигуры ограниченной двумя непрерывными кривыми 

                              и двумя прямыми       и        
      равна: 

  ∫(           )   

 

 

 

Если                     ] – параметрические уравнения кусочно 

гладкой простой замкнутой кривой С, пробегаемой против хода часовой 

стрелки и ограничивающей слева от себя фигуру с площадью S, то: 

   ∫            

 

 

  ∫             

 

 

 

или  

                               

  
 

 
∫                        

 

 

  

Площадь сектора, ограниченного непрерывной кривой        и двумя 

полупрямыми     и           равна: 

  
 

 
∫      

 

 

  

Длина дуги отрезка гладкой (непрерывно дифференцируемой) кривой 

               равна: 

  ∫ √            

 

 

 

Если кривая C задана уравнениями                       , где 

                   ], то длина дуги кривой C равна: 

  ∫ √                 

 

  

 

Если               , где               ], то длина дуги 

соответствующего отрезка кривой равна: 

  ∫ √                

 

 

 

Если V объем тела существует и              ] есть площадь сечения 

тела плоскостью, перпендикулярной к оси    в точке  , то 



5 

 

  ∫         

 

 

 

Объем тела, образованного вращением вокруг оси    криволинейной 

трапеции               , где      – непрерывная однозначная 

функция, равен: 

    ∫         

 

 

 

В более общем случае, объем кольца, образованного вращением вокруг оси 

   фигуры                    , где       и       – непрерывные 

неотрицательные функции, равен: 

   ∫   
       

         

 

 

 

Площадь поверхности, образованной вращением гладкой кривой АВ вокруг 

оси   , равна:  

    ∫| |   

 

 

 

где ds – дифференциал дуги. 
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Решение задач 

№2494(1) 

                                   

              √    

   ∫            

 

 

   

   ∫                 ∫              

√ 

 √ 

√ 

 √ 

 (  √      √  )  

 
  √ 

 
    

Ответ: 
  √ 

 
   

 

№2543 

ρ = aϕ. 

   ∫ √              

  

 

     

  ∫ √        

  

 

    ∫ √      

  

 

   

   √       
 

 
  |   √      |  

Ответ:   √       
 

 
  |   √      |   

 

№2538 

           
  

 
                    

              √    

  ∫ √               ∫ √            ∫           

√ 

 √ 

  

√ 

 √ 

√ 

 √ 

√   

Ответ:  √   
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№2481 (см. прил. 1) 

                   
                           

  ∫                  ∫        

 

  

∫        

 

  

 

  

 

    ∫         |                          |   

 

  

    
 

     ∫       |                       |  

 

  

   
 

    
 

    ∫      

 

  

   
 

    
 

      
 

     
  

      

  ∫         |                           |  

 

  

 
 

     ∫         

 

  

 

    
 

 
(  

  

    *  
  

      

      
  

     
  

     
  

      

Ответ: 
  

  
    

 

№2495(б) (см. прил. 2) 

   
 

 
∫                          

  

 
∫                  

  

 

  

 

    

Ответ:         
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№2563  

   ∫              |                
        

√    
            |  

 

 

 
  

 
  ∫

        

√    

 

 

   

  |             
 

√    
       

   

√    
    √     |  

 
  

 
        (

  

 
  )   

 

Ответ:  (
  

 
  )  

 

№2509 

                       
                           

                        ,                     

   
 

 
∫      

  

 

  
 

 
∫                     

  

 

 
 

 
∫                         

  

 

  
 

 
           

Ответ:
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№2608 

 

    ∫    √         

 

 

 |                              |  

    ∫

√
 
    

      |  
 

 
     

 

                    |  

 

 

    ∫√         ∫ √        

 

 

 

 

 |            
 

       
                 

 

 
 |  

   ∫ √         
 

       
       ∫  

 

       
         

 
  

 

 
  

 

 |                                
 

 
   

√ 

 
|  

    ∫
 

         

√ 
 

 

  
 

 
(

 

  √ 
 

 

  √ 
   |

  √ 

  √ 
|)           

  
 

 
( √     (  √ )

 
)    (√        √  )  

Ответ:  (√        √  )  
 

№2407  

   
  

    
      

   ∫  √
 

    
    |  √

 

    
    

    

    
     

   

       
    |  

  

 

     ∫
  

       
        

  

 

∫ (
 

    
 

 

       
 

 

       
*    

  

 

          
   

∫ (
 

 
         

 

       
 

 

        *    
 

 

 

      

 

Ответ:     . 
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№2439  

    
  

    
 (    

 

 
 ). 

      {
  

   

    
 

  
   

    
 
    {

   
   

       
 

   
         

       
 
 

    
 

 
      √    

√          
   √    

    
  

   ∫  
   √    

    
   

√ 

 

  |                  √          
√ 

 
     

  

     
  |  

    ∫
       

               
 

     
√ 
 

 

 |                                     
√ 

 
   

 

 
|  

 
    

 
 ∫

  

  (   
 
 
 )

 

 
 

 
    

 
(

 

 
∫

  

  

 

 
 

 
 

 
 ∫

  

   
 
 

 

 
 

)  

   (  √   
  √ 

√ 
)  

Ответ:   (  √   
  √ 

√ 
)  

№2466 (см. прил. 3) 

                        √              

 √          √         
Площадь поперечного сечения: 

   ∫ √            
√       

 
    

 

  
 

   
 

  
 

                √
 

   
   

Объем: 

   ∫ ( 
 
  

 
   

 
  

 
                √

 

   
)       

 

 

 

 

  (   
 

 
*  

Ответ: 
 

 
  (   

 

 
)  
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Приложение 2. График к задаче №2495(б) 
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